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１．はじめに 

FDTD 解析においては微細構造体や高誘電率を持つ誘電体が局所的に存在する場合、その部分では解析精度
を保持するため空間離散間隔を十分に小さく取る必要がある。従って、このような場合には必要な解析精度
を得るためには解析領域全体に渡って小さな空間離散間隔を用いる必要がある。しかしながら、小さな空間
離散間隔を用いた FDTD 解析は多くの計算メモリと膨大な計算時間を必要とするため大きな計算コストが掛
かる。このような問題を解決する手段の一つに所望の部分のみに細かい格子を用い、その他の大部分の領域
に粗い格子を用いる subgrid 法がある。この subgrid 法を用いることにより大幅な計算効率の改善が見込め
る。 
subgrid 法では coarse grid（粗い grid）空間と fine grid（細かい grid）空間の接続に FDTD 法どうしの

結合によるもの[1]-[24]と、FDTDとFEMの接続[25]やFDTDの接続をFEMを介して行う方法[26]-[33]がある。
ただし、FEM を用いた方法は接続が複雑になるため本報告では FDTD どうしの接続による方法を考える。 
subgrid 法では subgrid 境界面での発散や反射などの問題がある。しかしながら、初期の論文では上記の

問題があるにもかかわらず、それらの問題に対しては殆ど触れられていない。これらの点を踏まえて近年の
論文では解の発散について書かれた物もあるが、何れも詳しくは述べられていない。現在、非常に多くの
subgridに関する論文が発表されているが、発散の問題を解決した完全な方法は考案されていない様である。 
本報告は昨年の当研究室における報告書[24]を抜粋したものである。本研究では、不完全ながら数学的裏

付けのなされている T.Weiland らの subgrid 法[11]を検証する。また、現在までに発表されている subgrid
法の論文を参考文献にまとめる。 
 

２．概要 
subgrid 法は 1990 年 I.S.Kim, W.J.Hoefer [1]、1991 年 S.S.Zivanovic, K.S.Yee, K.K.Mei [2]によって

提案された。これら初期の論文では触れられていないが何れも非常に発散しやすく、1993 年松岡の研究[7]
によると W.J.Hoefer らの方法では 1,500 回程度のタイムステップで発散が始まってしまう。また、現在まで
の多くの論文に示されているとおり発散の起る回数は subgrid アルゴリズムや解析モデルによらず約 1500～
2000 回程度である。 
subgrid 法の発散を抑圧するため、1993 年柏らは W.J.Hoefer らの方法に平均化法を付加する方法を提案し

た[5]。この方法は２次元の解析においては、時間離散間隔を Courant 条件より大幅に小さくしなければ発散
は収まらなかった。因みに Courant 条件に 0.45 を乗じた時間離散間隔とした場合 25,000 回のタイムステッ
プ数においても安定であった。また、1997 年 M. W. Chevalier, R. J. Luebbers, V. P. Cable も同様に平
均化法を付加した方法を提案している[12]。この方法では平均化法の導入により 2,000 回で発散していたも
のを 20,000 回まで安定な解析が行えることを示した。しかし、何れの場合も平均化係数は解析モデルによっ
て変化し、あらかじめ知ることができず一般性に欠けている。また、平均化項の値に物理的な意味が無く、
得られる解析結果については吟味する必要がある。さらに、代数方程式の特性よりこれらの補間方法は依然
として不安定な要素を含んでおり、２次元においても完全に安定であるという保証はない。 
平均化法を用いずに安定な解析を行う方法として、1997 年 P. Thoma, T. Weiland らが提案した方法があ

る[11]。この方法は、coarse grid と fine grid との接続部において Maxwell 方程式が持っている電界と磁
界に関する双対性を差分式でも満たす様に定式化を行っている。厳密な数学的証明はなされていないが定性
的この手法は非常に安定であると記述されている。さらに、1999 年 K. M. Krishnaiah, C.J.Railton は、
T.Weiland らの方法を格子比１：３の手法に拡張した[19]。また、接続面で時間補間を導入することにより
解析精度向上を行っている。 
1996 年 P. Monk, E. Suli が反射係数の低減を目的とした subgrid 方法を提案した[10]。その後 1999 年 S. 

Chaillou, J. Wiart, W. Tabbara は P. Monk らの方法は fine grid 領域のネストを４回を行ってもなお 60,000 
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回のタイムステップ数に耐えられる事を示した[21]。しかしながら、grid 配置が特殊であり接続のために
coarse grid と fine grid のオーバーラップ領域が必要となるため接続のためのアルゴリズムはかなり複雑
になると予想される。 
その他の論文についても基本的には安定なタイムステップ数が増加したという報告に過ぎず、解析モデル

や安定なタイムステップ数などについて詳しく記述されていない。また、完全に安定な方式もまだ考案され
ていないようである。しかし、subgrid 法の特性を理解し適切に用いることができれば FDTD 法による解析効
率を大幅に向上させることが出来ると考えられる。 
以上のように subgrid に関する論文は非常に多く発表されている。その中でもシンプルな接合アルゴリズ

ムであり、なおかつ厳密ではないが物理的な意味において裏付けのなされている T.Weiland らの subgrid 法
について検証することは意義があると考えられる。 
本報告では、T.Weiland ら subgrid 法にについて 1）発散の始まる計算回数，2）計算メモリの縮小率，3）

計算時間の短縮率について調べた。なお、これらの解析には導波管中の一部を subgrid としたモデルを用い
ている。 
 

３．Weiland 型 subgrid 法 
本報告で用いる T. Weiland らの方式[11]の主要な特徴は次の２点である。1）fine grid と coarse grid

の空間離散間隔の比は 1：2 である。2）fine grid と coarse grid の境界面で行われる補間は Maxwell 方程
式の示す電界 E と磁界 H の双対性が個々の FDTD 差分式に関して満たされている。 
論文[11]では subgrid 平面部での定式化については詳述されているが、稜線部及び頂点部における定式化

については詳しくは記述されていない。本報告では稜線部及び頂点部について我々独自の解釈に基づいて定
式化を行っている。以下に具体的手続きについて説明する。 
 

3.1 空間補間法 

図 3.1 に示す様に、coarse grid と fine grid の境
界面でそれぞれの grid 空間を接続するために補間が
必要となる。まず、境界面上の fine grid の電界成分

bfE を求める。通常の FDTD 計算では電界 1+nE はその
周りの磁界 2

1+nH と、1 time step 過去の電界 nE より
算出される。しかし、境界面の電界 bfE は coarse grid
側に位置するはずの磁界成分を得ることができない
ため coarse grid の磁界成分より補間によって求めて
おく必要がある。磁界成分を求めるための補間係数は
coarse grid の磁界成分からの距離による線形補間に
よるものとする。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3.2 ３次元での fine grid と coarse       図 3.3 ３次元での fine grid と coarse 

grid の各界成分の節点配置                grid の電界節点配置 

図 3.１ grid 境界面での界成分の節点配置 
と補間係数 

 y
 

x
 

z
 

 y
 

x
 

z
 

 

( )2
3

2
1 ,, ++ kjiH bcy

( ) )3.(,,, 2
1 EqnmlEbfz 　　+

( )2
1

2
3 ,, ++ kjiH bcx

( )2
1

2
1 ,2, ++− nmlH fy

( )2
1

2
3 ,, ++ nmlH fx

( )2
1

2
1 ,, ++ kjiH bcy

( ) )4.(,,1, 2
1 EqnmlEbfz 　　++

( ) )1.(,,, 2
3 EqnmlEbfz 　+ ( ) )2.(,,1, 2

3 EqnmlEbfz 　++

( ) )5.(,,2, 2
1 EqnmlEbfz 　　++

 

( ) )6.(,,, 2
3 EqkjiEbcz 　　+

( )2,,2
1 ++ kjiEcx

( )　1,,2
1 ++ kjiEcx

( )2
3,,1 ++ kjiEcz

( )2
3

2
1 ,, ++ kjiH bcy

( )　2
3,1, +− nmlEbfz  

( ) )7.(,,, 2
1 EqkjiEbcz 　+

( ) )9.(,,1, 2
1 EqkjiEbcz 　　++

( ) )8.(,,1, 2
3 EqkjiEbcz 　　++

 

 

4
1

 
 

4
3

 

4
3 

4
1

 

( )2
1

2
1 ,, ++ kjiH bcy

( )2
1,, +nmlEbfz

 1 

 1 

( )nmlH fy ,,2
1−

z
x

y



 
電子情報通信学会北海道支部インターネットシンポジウム 2000 

３次元解析の場合、各界成分の節点配置が図 3.2 のようになるとき、接合面上の fine grid 電界成分の値
は以下の計算式で求められる。 
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また、coarse grid の電界節点間に位置する fine grid の電界成分は以下のように求める。 
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境界面の端では補間に必要な磁界節点が一部得られないため、図 3.1 のように一番端の磁界成分をそのま
ま使用する。 
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coarse grid の電界節点間に位置する fine grid の電界成分も同様に以下のように求める。 
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subgrid 領域の頂点に位置する fine grid の電界成分は以下のように求める。 
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fine grid と coarse grid の境界面上にある fine grid の電界成分をすべて求めた後、fine grid 内の FDTD

計算を行う。本手法では grid 比が 1：2 であるので、coarse grid で 1 time step 計算を行う間に fine grid
内では 1 time steps の計算が行われる。この後 fine grid の境界面上の電界成分より coarse grid の電界
成分を書き戻し、coarse grid での FDTD 計算の際境界面の磁界成分を求めるために使用される。このとき fine 
grid から coarse grid への補間係数は coarse grid の磁界成分より fine grid の電界成分を求めるために行
った補間の時のものと双対の関係になるようにする。 
 以下に各 grid の電界成分配置が図 3.3 の場合の計算式を示す。 



 
電子情報通信学会北海道支部インターネットシンポジウム 2000 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )2

9
32
1

2
7

32
3

2
5

32
3

2
3

32
1

2
9

16
1

2
7

16
3

2
5

16
3

2
3

16
1

2
9

32
1

2
7

32
3

2
5

32
3

2
3

32
1

2
3

,1,,1,

,1,,1,

,,,,

,,,,

,1,,1,

,1,,1,

,,

++++++

++++++

++++

++++

+−++−+

+−++−=

+

nmlEnmlE

nmlEnmlE

nmlEnmlE

nmlEnmlE

nmlEnmlE

nmlEnmlE

kjiE

bfzbfz

bfzbfz

bfzbfz

bfzbfz

bfzbfz

bfzbfz

bcz

      (6) 

境界面の端の場合は以下のようになる。 
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図 3.3 境界面の上部端の場合は以下のようになる。 
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さらに角に位置する電界の値を求める場合は以下のようになる。 
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3.2 時間補間法 

本手法では、fine grid と coarse grid の空間離散間隔比は 1：2 である。よって coarse grid の時間離散
間隔を t∆ としたとき、fine grid の時間離散間隔は t∆2

1 となる。fine grid と coarse grid の接続面で磁界
成分を空間的補間によって求めるとき時間離散間隔がそれぞれの grid で異なるため、同じ coarse grid の磁
界成分値を fine grid の 2 回の時間更新にわたって使用する。以下の図 3.4、図 3.5 に接続面上の磁界成分
の扱いと FDTD 計算全体でのフローチャートをそれぞれ示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3.4 fine grid と coarse grid 及び 
        接続面上での各界成分の時間更新              図 3.5 フローチャート 
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４．解析モデル及び結果 
以下の図 4.1 から図 4.7 に本報告で subgrid の検証に用いた導波管モデルを示す。各パラメータは、空間

離散間隔 [mm]1.0=∆ ，時間離散間隔 [s]101.73467 -12×=∆t ，入力周波数 ][3.11 GHzf = ，入力波周期
][1085.8 -11 sT ×= ，時間分割数 51=∆tT とし、Courant 条件は最大時間離散間隔 9.0× とする。また、１

～３面モデルは導波管寸法 ][1021 cm×× 、４面モデルは ][1041 cm×× 、５面モデルは ][1042 cm×× 、６
面モデルは ][2042 cm×× とする。何れのモデルにおいても、観測面を subgrid 領域中央を通る面としてい
る。また、散乱体を挿入する時は、subgrid 領域中央に挿入する。図中において灰色で示した領域は subgrid
領域であり、第３章で説明した通り空間及び時間離散間隔は coarse grid の 1/2 である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4.1 １面モデル               図 4.2 ２面モデル 

 
 
 
 
 
 
 

図 4.3 ２面モデル                 図 4.4 ３面モデル 

 

 

 
 
 
 
 

 

図 4.5 ４面モデル                  図 4.6 ５面モデル 

 

 

空間離散間隔 [mm]1.0=∆  

時間離散間隔 [s]101.73467 -12×=∆t  

入力周波数  ][3.11 GHzf =  

入力波周期  ][1085.8 -11 sT ×=  

時間分割数  51=∆tT  

Courant 条件 最大時間離散間隔 9.0×  

 

 
 

図 4.7 ６面モデル 
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図 4.1 に示される１面モデルの解析において fine grid と coarse grid との境界での反射は 0.42%であっ
た。また、解析領域全体を fine grid 及び coarse grid で解析した結果と照合して subgrid の適用により解
析精度が向上することを確認した。 

解析により観測されたエンベローブ波形の例として、導波管の 1/4 の領域に fine grid 領域を設けた図 4.4
に示す３面モデルの場合の解析結果を図 4.8，図 4.9 に示す。coarse grid でのタイムステップ数 20,000 回
まではほぼ安定した解析結果が得られたが、25,000 回の時点で不安定となっており正常な値が得られていな
い事が分かる。 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.8 タイムステップ数 20,000 回           図 4.9 タイムステップ数 25,000 回 

 

５．解析効率及び使用限界 
 表5.1にsubgrid法を用
いた解析とfine grid のみ
で解析空間全体の解析を
行った場合の解析時間と
メモリ使用量の比較を示
す。ただし、本報告で使用
した subugrid プログラム
には改善の余地があり、更
なる効率化が期待できる
と考えられる。表中の比率
は fine grid に対する
subgrid法を用いた場合の
比である。また、使用計算
機 は HEWLETT PACKARD 
HP-9000 K-CLASS K-570 
PA-RISC8200 (200MHz×6)、計算時間は時間
ステップ数を 30,000 回または 300 回とした
場合の時間である。４,５,６面モデルは fine 
grid 領域と coarse grid 領域の大きさの比が
同じであるにもかかわらず計算時間の短縮
率が悪くなっている。これは表面積が増加し
てsubgrid境界での補間の計算に時間がかか
るためと思われる。より具体的なモデルであ
る６面モデルにおいては計算時間は subgrid
法を用いることによって 10％程度に短縮さ
れている。また、使用メモリは 25％程度に縮
小されている。なお、subgrid 領域の解析領
域全体に占める割合によっては更なる効率
化が期待できる。 
 安定に解析できる最大タイムステップ数
を表 5.2 に示す。表に示されるように１面及

 安定に解析できる最大 
タイムステップ数 

１面モデル 100,000 回以上 

１面モデル(散乱体有り) 100,000 回以上 

２面モデル 図 4.2 100,000 回以上 

２面モデル 図 4.3 100,000 回以上 

３面モデル 20,000 回 

３面モデル(散乱体有り) 25,000 回 

４面モデル 20,000 回 

５面モデル 25,000 回 

６面モデル 20,000 回 

６面モデル(散乱体有り) 20,000 回 

６面モデル(周波数 1/2) 20,000 回 

６面モデル(周波数 1/2，散乱体有り) 15,000 回 

表 5.2 安定に解析できる最大タイムステップ数 

計算時間 使用メモリ 
 

subgrid 法 fine grid 比率 subgrid 法 fine grid 比率 

１面モデル 12016 sec 
(30,000 回) 

59648 sec 
(30,000 回) 0.20 10 MB 18 MB 0.56 

２面モデル 
図 4.2 

6083 sec 
(30,000 回) 

57870 sec 
(30,000 回) 0.11 7 MB 16 MB 0.44 

２面モデル
図 4.3 

6265 sec 
(30,000 回) 

57870 sec 
(30,000 回) 0.11 6 MB 16 MB 0.38 

３面モデル 3387 sec 
(30,000 回) 

57870 sec 
(30,000 回) 0.06 5 MB 16 MB 0.31 

４面モデル 57 Sec 
(300 回) 

1441 sec 
(300 回) 0.04 7 MB 26 MB 0.27 

５面モデル 393 sec 
(300 回) 

4603 sec 
(300 回) 0.09 13 MB 49 MB 0.27 

６面モデル 1188 sec 
(300 回) 

10973 sec 
(300 回) 0.11 25 MB 102 MB 0.24 

表 5.1 subgrid 法を用いた場合と fine grid のみで計算した場合の比較 
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び２面モデルは発散が発生しないと思われる。一方、３面モデル以降は安定に解析できるタイムステップ数
が限られる。１面モデルでは coarse grid と fine grid 領域の境界に fine grid 領域の稜線や頂点が存在し
ない。２面モデルにおいても稜線は現れるが頂点は存在しない。これに対して３面モデル以降では稜線に加
え新たに頂点が存在する。表に示される発散の状態と以上の事を考えると、図 5.1 に示されるように、面と
稜線の場合のみでは発散が起らず、頂点が出現した場合のみに発散が起ることが分かる。従って、発散の原
因は頂点の部分における補間式に不安定な要素が含まれているためだと考えられる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 5.1 subgrid 境界での面，稜線，及び頂点と発散の関係 

 

６．まとめ 
 本報告では、１）現在までに報告されている全ての subgrid 法の論文について纏めた。２）その中で
T.Weiland らの subgrid 法に注目しその特性を検証した。 
T.Weiland の subgrid 法について以下のような結論が得られた。１面及び２面モデルでは発散の徴候が見

られなかったが、３面モデルから発散が認められた。また、散乱体を fine grid 領域内に挿入した場合は若
干発散の時期が遅れるが、格子間隔を小さくした場合や fine grid 領域の入力波の進行方向長さを変化させ
た場合では明確に差が出ることは無かった。また、subgrid 境界が面と稜線のみで構成されている場合では
発散が起らず、頂点が出現した時のみに発散が起る。従って、発散の原因は頂点の部分における補間式に不
安定な要素が含まれているためだと考えられる。但し、これは我々の解釈に基づく定式化であり、Weiland
らは別の定式化を用いている可能性もある。 
 安定な解析が行えるタイムステップ数の範囲では、subgrid 法を用いて部分的に fine grid を使っても全
て fine grid を用いて計算した場合の解析結果と極めてよく一致しており、その有効性が確かめられた。 
subgrid 法を用いることによる grid 境界での反射については、１面モデルの場合で 0.42%であり、多くの

解析では問題なく使用できると思われる。 
 本報告では時間補間については最近 C.J.Railton らが提案した線形補間[19]は用いていない。そのため線
形時間補間を導入した場合の安定性と解析結果の改善についても検証の余地があると考えられる。また、P. 
Monk らのようにオーバーラップ領域を設る subgrid 法[10]は、非常に安定である事が彼ら論文で述べられて
いるが、このような方法についても検証する必要があると思われる。また、頂点部の取扱いを改良すること
により発散を抑えられる可能性もある。 
 本報告に示したように subgrid 法は計算時間やメモリ使用量が大幅に縮小出来るため非常に有効な手段で
ある。しかしながら、使用する計算機のコンパイラや計算機のアーキテクチャにより解析性能は異なると考
えられる。また、参考文献に示すように多くの subgrid 法が提案されているが、何れも発散の問題を完全に
解消できていないようである。さらに subgrid 法のプログラムは煩雑で長くなり、プログラムの作成やデバ
ッグのための時間が非常に多くかかる。また、計算機の計算能力の発展も著しいため subgrid 法を用いるこ
となく高速大容量の計算機により力ずくで解析する事も有効な方法として考えられる。従って、CAD として
は重要な機能の一つであるが、場所による構造条件の変化を考慮して subgrid 位置の変更を行えるようにす
るには非常に複雑なプログラムになり、全体としての計算効率は必ずしも良くなるとは限らないと考えられ
る。FDTD 法は単純な計算手順を基にしている解析手法であり、単純な手続きのままで高速大容量計算機を用
いて解析を行うことで最も有効性が発揮される方法である。解の発散の問題が完全に解決されれば別ではあ
るが、以上のことを勘案すると subgrid 法を用いることが FDTD 解析において有効かどうかは最終的にはユー
ザ自身が判断する事であると考えられる。 
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